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t❤❡ ❧♦ss ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✜❡r❝❡r ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ ✉♥❞❡r s✉✐t❛❜❧❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❝♦sts ❛♥❞

✐♠♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♠❛r❦❡ts✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❡❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ✜r♠ ❝❛❧❧s ❢♦r ♦t❤❡r ✜r♠s t♦ ♠♦✈❡

✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❑r✉❣♠❛♥✱ ✶✾✾✶❛✮✳ ■♥ t❤✐s

❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ❣❡♦❣r❛♣❤② ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦r❡ ❛♥❞ ♣❡r✐♣❤❡r②✳

❚❤✐s ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♣✉❧❧ ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ❛❝ts ❛❝r♦ss s❡❝t♦rs✱ t❤✉s s✉❣❣❡st✐♥❣

t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛❣❣❧♦♠❡r❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❧♦♦❦ ❧✐❦❡ ❛ ❞✐✈❡rs✐✜❡❞ ❝✐t② r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞

❝❧✉st❡r✳

❨❡t✱ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ❝❧✉st❡rs ❞♦ ❡①✐st ✐♥ ❛r❡❛s t❤❛t ❛r❡ ♥❡✐t❤❡r ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♣♦♣✉❧❛t❡❞ ♥♦r ❡s♣❡✲

❝✐❛❧❧② ✇❡❧❧✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ♠❛r❦❡ts✳ ❖♥❧② ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡s❡ ❛❣❣❧♦♠❡r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ♦♥❡ s❡❝t♦r ♦♥ s♦♠❡ ✐♠♠♦❜✐❧❡ ❢❛❝t♦r ✐♥♣✉ts✱ ❛s t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢

❜r♦❛❞❧②✲♠❡❛♥t ♥❛t✉r❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s t♦ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐s ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ♠♦❞❡st ❛❝r♦ss s❡❝t♦rs

✭s❡❡ ❊❧❧✐s♦♥ ❛♥❞ ●❧❛❡s❡r✱ ✶✾✾✾✮✳ ❚❤❡s❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ❝❧✉st❡rs ❝♦✉❧❞ t❤❡♥ st❡♠ ❢r♦♠ ♣❡❝✉♥✐❛r②

✷



❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s t❤❛t t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦✲❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✜r♠s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ✈❡rt✐❝❛❧❧②✲✐♥t❡❣r❛t❡❞

✐♥❞✉str✐❡s✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❱❡♥❛❜❧❡s ✭✶✾✾✻✮✳ ❆❧s♦ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡

s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❝♦✲❛❣❣❧♦♠❡r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞✉str✐❡s ✇✐t❤ str♦♥❣ ✉♣str❡❛♠✲❞♦✇♥str❡❛♠ t✐❡s ✐s

❧✐♠✐t❡❞ ✭s❡❡ ❊❧❧✐s♦♥ ❛♥❞ ●❧❛❡s❡r✱ ✶✾✾✼✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s♦♠❡t❤✐♥❣ ❡❧s❡ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❛t ♣❧❛② ✇✐t❤✐♥

s❡❝t♦rs✳

❙❡❝t♦r✲s♣❡❝✐✜❝ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s r❡♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ s❡❧❢✲r❡✐♥❢♦r❝✐♥❣

❞②♥❛♠✐❝s t❤❛t ♠❛② ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ r✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✜r♠s✳ ❆ t②♣✐❝❛❧

❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❤♦✇ t❤❡s❡ ✉♥tr❛❞❡❞ ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ♠❛② ✉♥❢♦❧❞ ❧♦❝❛❧❧② ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛s❡

♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ s♣✐❧❧♦✈❡rs✳ ❚❤❛t ✐s✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥ ✜r♠s

s♣✐❧❧s ✐♥t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♣♦♦❧ ✇❤♦s❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ s♣❛❝❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♣❛rt❧② t❛❝✐t ❛♥❞ t❤✉s ♥♦t ♣❡r❢❡❝t❧② tr❛♥s❢❡r❛❜❧❡✳ ■♥ t❤❡s❡ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✱

✜r♠s ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ❧♦❝❛❧✐③❡ ✇❤❡r❡ ❛ ❧❛r❣❡r s❤❛r❡ ♦❢ ♦t❤❡r ✜r♠s ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② s❡tt❧❡❞✱ s♦ ❛s t♦

❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛st❡r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♣♦♦❧ t❤❛t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧② ❧♦❝❛❧❧② ✭s❡❡ ▼❛rs❤❛❧❧✱ ✶✽✾✵✱ ❇♦♦❦

■❱✱ ❈❤✳❳✮✳ ❲❤❛t ♠❛❦❡s t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ s❡❝t♦r✲s♣❡❝✐✜❝ ✐s t❤❛t ✜r♠s ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛❝q✉✐r✐♥❣

❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❛t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡✐r ♦✇♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ s♦ t❤❛t t❤❡② ✇✐❧❧ ❝♦✲❧♦❝❛❧✐③❡ ✇✐t❤

s✐♠✐❧❛r✖r❛t❤❡r t❤❛♥ ✇✐t❤ ❣❡♥❡r✐❝✖✜r♠s✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s

st❡♠♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ s♣✐❧❧♦✈❡rs ❝❛♥ ♠❛❦❡ s❡♥s❡ ♦❢ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ❝❧✉st❡rs✳

❖♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s♣❡❝✐❛❧ ✐ss✉❡ ♦❢ t❤✐s ❏♦✉r♥❛❧✱ ❇♦tt❛③③✐ ❛♥❞ ●r❛❣♥♦❧❛t✐ ✭✷✵✶✺✮ ♣r♦✈✐❞❡ ❛

♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✜r♠s✳

❚❤❡✐r ✇♦r❦ ❢♦❝✉s❡s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦♥ s✐♥❣❧✐♥❣ ♦✉t t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ s❡❝t♦r✲s♣❡❝✐✜❝✱ ❧♦❝❛❧✐③❡❞✱ t❡❝❤♥♦✲

❧♦❣✐❝❛❧ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s s♦ ❛s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉❧❧ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❞❡♠❛♥❞✱ ❧♦❝❛❧ s❡❝t♦r❛❧ ✈❛r✐❡t②✱

❛♥❞ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ■t❛❧✐❛♥ ♣❧❛♥t ❞❛t❛ ❢♦r ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢

♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❛♥❞ s❡r✈✐❝❡ s❡❝t♦rs ❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ②❡❛r ✷✵✵✶ ❛t t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ③♦♥❡s✳

❚❤❡✐r ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✐s t❤❛t t❤❡ ♣✉❧❧ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s✐③❡ ❛r❡

❜② ❢❛r t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ ✜r♠ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡s❡ t✇♦ ❞r✐✈❡rs ❛r❡ ❝♦♠♣❛✲

r❛❜❧❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡✐r ♠❛❣♥✐t✉❞❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s

❛r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡✈❡♥ str♦♥❣❡r ❡✛❡❝t t❤❛♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s✐③❡ ❛❝r♦ss ♠♦st s❡❝t♦rs✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t

❝♦♥tr❛sts t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ✇❡✐❣❤t t❤❛t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ❤❛✈❡ r❡❝❡✐✈❡❞✱

❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r ❝♦r❡✲♣❡r✐♣❤❡r② ♠♦❞❡❧s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❑r✉❣♠❛♥ ✭✶✾✾✶❜✱

♣✳✺✹ ❛♥❞ ♣♣✲✻✶✕✻✷✮ st❛t❡s✿

❬❲❪❤✐❧❡ ■ ❛♠ s✉r❡ t❤❛t tr✉❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣✐❧❧♦✈❡rs ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛✲

t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ✐♥❞✉str✐❡s✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤✐s ✐s t❤❡ t②♣✐❝❛❧ r❡❛s♦♥✖❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡

❤✐❣❤ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐♥❞✉str✐❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s ❬♣✳✺✹❪✳

❬✳✳✳❪ ❆♥ ❛❝❝✐❞❡♥t ❧❡❞ t♦ t❤❡ ❡st❛❜❧✐s❤♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉str② ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞

t❤❡r❡❛❢t❡r ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s t♦♦❦ ♦✈❡r✳ ❬✳✳✳❪ ❲❤❛t t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ r❡❝♦r❞ s❤♦✇s ✉s ❛r❡

t✇♦ t❤✐♥❣s✳ ❋✐rst✱ s✉❝❤ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ♣❡r✈❛s✐✈❡ ❬✳✳✳❪✳ ❆♥❞ s❡❝♦♥❞✱ ▼❛rs❤❛❧❧✬s

✜rst t✇♦ r❡❛s♦♥s ❢♦r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥s✱ ❧❛❜♦r ♣♦♦❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ s✉♣♣❧② ♦❢ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ✐♥♣✉ts✱ ♣❧❛②

❛ ❧❛r❣❡ r♦❧❡ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ♣✉r❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s s❡❡♠ ✉♥❧✐❦❡❧② ❬✐t❛❧✐❝s ❛❞❞❡❞❪ ❬♣♣✳✻✶✕

✻✷❪✳

❇② ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❇♦tt❛③③✐ ❛♥❞ ●r❛❣♥♦❧❛t✐ ✭✷✵✶✺✮ s✉❣❣❡st t❤❛t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧

❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ❝❛♥ ❤❛r❞❧② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✏✉♥❧✐❦❡❧②✑✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡② s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s t❤❡ r✉❧❡

✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛s ❛♥ ❡①♦t✐❝ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♦♥❧② ❤✐❣❤✲t❡❝❤ s❡❝t♦rs✳

✸



❚❤❡r❡ ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ r❡❛s♦♥ t♦ s✉s♣❡❝t t❤❛t s✉❝❤ ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♠❛② ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡

t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ✜r♠ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ◆❛♠❡❧②✱ ❇♦tt❛③③✐

❛♥❞ ●r❛❣♥♦❧❛t✐ ✭✷✵✶✺✮ ❜❛s❡ t❤❡✐r ❡st✐♠❛t❡s ♦♥ ❛ ❧✐♥❡❛r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s✳ ■♥ t❤❡✐r

❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❢♦r ❛ ✜r♠ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧② t♦

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦t❤❡r ✜r♠s ✐♥ t❤❡ s❡❝t♦r t❤❛t ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❊①t❡r✲

♥❛❧✐t✐❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♠❛② ✇❡❧❧ ❜❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✳ ■♥ ✐ts ✏✇❡❛❦❡r✑ ❞❡❝❧✐♥❛t✐♦♥✱ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ✇♦✉❧❞ st✐❧❧

♣r❡s❡r✈❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ s♣✐❧❧♦✈❡rs✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❛❞✈❛♥✲

t❛❣❡s ❢r♦♠ ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r ♠❛② ✐♥❝r❡❛s❡ ✉♣ t♦ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛♥❞ t❤❡♥ ❦❡❡♣

st❛❜❧❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ❛r❡ ♥♦♥✲❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ t❤✉s ♠♦♥♦t♦♥❡✱ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ♥♦♥✲

❧✐♥❡❛r✳ ■♥ ❛ ✏str♦♥❣❡r✑ ❞❡❝❧✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t②✱ ✐♥st❡❛❞✱ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ✐s ❧♦st✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱

t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r ♠❛② ✐♥❝r❡❛s❡ ✉♣ t♦ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛♥❞

❞❡❝r❡❛s❡ ❜❡②♦♥❞ ✐t✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✜r♠s ♠❛② ✐♥❝✉r ✐♥t♦ ❣r♦✇✐♥❣ s❡❛r❝❤ ❝♦sts t♦ s❡❧❡❝t ❛♥❞

❡①♣❧♦✐t t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♣✐❡❝❡s ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✜r♠ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s s✉❜❥❡❝t t♦

❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ❛r❡ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥❡✳

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❡①t❡♥❞s t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❇♦tt❛③③✐ ❡t ❛❧✳

✭✷✵✵✼✮ ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r q✉❛❞r❛t✐❝ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s✳ ■♥ ❝❛rr②✐♥❣ ♦✉t s✉❝❤ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥✱ t✇♦ ❦❡② ❝❤❛r✲

❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛r❡ ❡♥t✐r❡❧② ♣r❡s❡r✈❡❞✳ ❋✐rst✱ ✐t r❡♠❛✐♥s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❧❡❛r❧②

❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♦t❤❡r ❧♦❝❛t✐♦♥✲s♣❡❝✐✜❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❙❡❝♦♥❞✱

t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ ✜r♠s ❝♦♥✈❡r❣❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ t♦✇❛r❞ ❛ st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤

✐s ❛❧s♦ ❡r❣♦❞✐❝✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❝r✐❜❡s t❤❡ s❛♠❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢

t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✜r♠s ❛❝r♦ss r❡❣✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r

❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ♣r❡✈❡♥ts ✉s ❢r♦♠ ❞❡r✐✈✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡

❞❡♣❧♦② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ♦❢ ✜r♠s ❛❝r♦ss r❡❣✐♦♥s✳

❙✉❝❤ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥❡ t❤r♦✉❣❤ χ2 ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✱

s♦ ❛s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s t♦ t❡st

✇❤❡t❤❡r t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡①t❡r♥❛❧✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦✳ ■❢ ♥♦t✱ ❧♦❝❛❧✐③❡❞

❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ✇♦✉❧❞ r❡s✉❧t t♦ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ✇❡❧❧✲❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠❀ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡②

❛r❡ ❜❡tt❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ s❤❛♣❡✳ ◆♦t❛❜❧②✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✐❣♥ ❛♥❞ ♠❛❣♥✐t✉❞❡

♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ❜♦t❤ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❛♥❞

♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥❡ s❤❛♣❡s ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s✳ ■❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ❜❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧②

❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦ ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t❧② ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ❛ r❡❣✐♦♥ ❝❛♥ r❡❛❝❤ t❤❡ ♣♦✐♥t ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥

♦❢ ❛♥ ❡①tr❛ ✜r♠ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❛t s❛♠❡ r❡❣✐♦♥ t♦ ❢✉rt❤❡r ❛ttr❛❝t ♦t❤❡r ✜r♠s✳

✷ ▼♦❞❡❧

❚❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ ✜r♠s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ r❡❣✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥ t❤❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♦t❤❡r ✜r♠s ❛❝r♦ss r❡❣✐♦♥s✳ ❆ ❝❧❛ss ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② s✉✐t❡❞

t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❜♦t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✐s t❤❛t ♦❢ ✏❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞✑ P♦❧②❛ ✉r♥ s❝❤❡♠❡s✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t♦ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❧✐❦❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛❞♦♣t✐♦♥ ❛♥❞

❞✐✛✉s✐♦♥ ✭s❡❡ t❤❡ ❡❛r❧② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ ❆rt❤✉r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✼✮ ❛♥❞ ❉♦s✐ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✹✮✮✳ ■♥ t❤♦s❡

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✏✜①❡❞ ❡✛❡❝ts✑ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ♦❢

❝❤♦✐❝❡ t❡♥❞ t♦ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❞✐s❛♣♣❡❛r✱ ❜❡ ✐t ✐♥ t✐♠❡ ♦r s♣❛❝❡✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❛s s✉❝❤ ❧❡ss ✉s❡❢✉❧ t♦

✹



❞❡s❝r✐❜❡ ❝❛s❡s ♦❢ ♣❡rs✐st❡♥t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡② ♦❢t❡♥ ♣r❡s❡♥t ♥♦♥✲❡r❣♦❞✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s✱

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧② ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡✐r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❋♦r t❤❡s❡

r❡❛s♦♥s✱ ❇♦tt❛③③✐ ❛♥❞ ❙❡❝❝❤✐ ✭✷✵✵✼✮ ❛♥❞ ❇♦tt❛③③✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ♠♦❞✐✜❡❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✉r♥ s❝❤❡♠❡

❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦✇❛r❞ ❛ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦❝❡ss ❦♥♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛s ❊❤r❡♥❢❡st✲❇r✐❧❧♦✉✐♥

✭❊✲❇✮ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❊✲❇ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉♥❞❡r r❛t❤❡r ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢r♦♠ ❞✐s❝r❡t❡

✉t✐❧✐t② t❤❡♦r②✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ❡①t❡r♥❛❧✐t② ❡✛❡❝t ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ ❇r♦❝❦

❛♥❞ ❉✉r❧❛✉❢ ✭✷✵✵✶❛✱❜✮✳ ❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐t ❡♥t❛✐❧s ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ✜♥✐t❡

t✐♠❡ P♦❧②❛ ♣r♦❝❡ss❀ ❜✉t✱ ❜❡✐♥❣ ❡r❣♦❞✐❝✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛✳ ◆♦t❛❜❧②✱

❡r❣♦❞✐❝✐t② ❛❧❧♦✇s t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥s ♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❇❧✉♠❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✳

■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊✲❇ ♠♦❞❡❧ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ q✉❛❞r❛t✐❝

❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ✇❤✐❧❡ st✐❧❧ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡♠ ✐♥ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✳

❆ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ N ✜r♠s ❤❛s t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛♠♦♥❣ L r❡❣✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❣❡♥❡r✐❝ ✜r♠ i ❞♦❡s s♦ ❜②

♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✉t✐❧✐t②✱ ui✳ ▲❛❜❡❧✐♥❣ ❛s nl t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s t❤❛t ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ r❡❣✐♦♥ l

❛♥❞ ❛s n = (n1, . . . , nL) t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ✈❡❝t♦r✱ t❤❡ ✉t✐❧✐t② t❤❛t ✜r♠ i ❛ss♦❝✐❛t❡s

t♦ r❡❣✐♦♥ l ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s ♠❛❞❡ ❜② ♦t❤❡r ✜r♠s ✈✐❛ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ui,l(n)✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱

t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ ✜r♠s ❛r❡ ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥t✳

■❢ ui,l(n) ✇❡r❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛♥ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ✈❡❝t♦r n∗

t♦✇❛r❞ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❤♦✐❝❡s ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢r♦♠ ❛♥② s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ n∗+ǫ✳ ■♥ t❤❡

♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s st♦❝❤❛st✐❝ ❞✉❡ t♦ ❛♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥

t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ ✜r♠s✳ ■♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ♦t❤❡r str❛♥❞s ♦❢ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤✐s ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♠♣♦♥❡♥t

✐s r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛♥ ✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ❡♥t❡rs t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ st♦❝❤❛st✐❝

t❡r♠ ✭s❡❡ ❆♥❞❡rs♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✾✱ ▼❝❋❛❞❞❡♥✱ ✶✾✽✹✱ ❚❤✉rst♦♥❡✱ ✶✾✷✼✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✉t✐❧✐t②

✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ui,l = gl(n) + εi,l✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ t❡r♠s εi,l ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❛♥❞

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ F (ε)✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❛ttr❛❝t✐✈❡♥❡ss

♦❢ r❡❣✐♦♥ l ❞❡♣❡♥❞s ♣❛rt❧② ♦♥ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛♥❝② n t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ✭t♦ ❛❧❧ ✜r♠s✮ ❝♦♠♣♦♥❡♥t

gl(n)✱ ❛♥❞ ♣❛rt❧② ♦♥ t❤❡ ✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t εi,l✳ ❯♥❞❡r ❜r♦❛❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡

♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ F (ε)✱ ❇♦tt❛③③✐ ❛♥❞ ❙❡❝❝❤✐ ✭✷✵✵✼✮ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② pl ❢♦r r❡❣✐♦♥

l t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝ t❡r♠ εi,l✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦❧❧♦✇s ❡✐t❤❡r ❢r♦♠

❨❡❧❧♦tt ✭✶✾✼✼✱ ❚❤✳✻ ➓✹✮ ❛♥❞ ▲✉❝❡ ✭✶✾✺✾✱ ❆①✐♦♠ ✷✳✶✮ ♦r ❢r♦♠ ❘❛♦✉❢ ❏❛✐❜✐ ❛♥❞ t❡♥ ❘❛❛ ✭✶✾✾✼✮✳

❊s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ ✐t s✉✣❝❡s t❤❛t F (ε) ❤❛s ❛♥ ✉♣♣❡r t❛✐❧ ❞❡❝❛②✐♥❣ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡

❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❧✐❦❡ ❢♦r t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❝❛s❡✮ ❢♦r pl t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ εi,l✳ ❆s ❧♦♥❣

❛s t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ F (ε) ♠❡❡ts t❤❡s❡ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t r❡❣✐♦♥ l ✐s ❝❤♦s❡♥

❜② ❛ r❛♥❞♦♠ ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

pl =
gl

∑L

j=1 gl
. ✭✶✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ❡♥t✐r❡❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞✱ ✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ❜② t❤❡ ✈❡❝t♦r

♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ✉t✐❧✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts g = (g1, . . . , gL)✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ✐♥ t❤✐s st♦❝❤❛st✐❝ ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✐✛❡rs s✉❜st❛♥t✐✈❡❧② ❢r♦♠

✐ts ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥

✇❤✐❝❤ ♥♦ s✐♥❣❧❡ ✜r♠ ❤❛s ❛♥② ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ ♦♥❡ r❡❣✐♦♥ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱

❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❡♠♣❧❛t❡ ❛♥② t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢

✺



✜r♠s✳ ■♥ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❝❛s❡✱ ❝♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✜r♠s

❛❝r♦ss r❡❣✐♦♥s ✐s st❛t✐♦♥❛r②✳ ❚❤✉s✱ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞♦❡s ♥♦t r✉❧❡ ♦✉t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

t✉r❜✉❧❡♥❝❡✿ ✐❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r♦♠ r❡❣✐♦♥ l t♦ r❡❣✐♦♥ m ✐s ♦✛s❡t ❜② ❛♥ ❡q✉❛❧ ♥✉♠✲

❜❡r ♦❢ ✜r♠s ♠♦✈✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✉♥❞❡r♥❡❛t❤

❛ st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❲❤❡♥ gl(n) ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ nl✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❡♥t❛✐❧s ❛♥ ❡r❣♦❞✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ Pó❧②❛

s❤❛♣❡ ✭s❡❡ ❇♦tt❛③③✐ ❛♥❞ ❙❡❝❝❤✐✱ ✷✵✵✼✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❝❛♥ ❜❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❡✐t❤❡r ❜② ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❛tt❛✐♥♠❡♥t ♦❢ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ♦r ❜②

st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❝❤♦✐❝❡s ✭s❡❡ ❙❝❛❧❛s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳ ❇✉t ✇❤❡♥ gl(n) ✐s ♥♦t

❧✐♥❡❛r✱ ✇❡ ❛r❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡

t✉r♥ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝❤♦✐❝❡s t♦ t❤❡♥ st✉❞② ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② t❤❡✐r

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ✉t✐❧✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t gl ❞❡♣❡♥❞s q✉❛❞r❛t✐❝❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ✜r♠s nl t❤❛t ❝❤♦s❡ r❡❣✐♦♥ l✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱

gl = al + bnl + cn2
l , ✭✷✮

✇❤❡r❡ a = (a1, . . . , aL) ✐s ❛♥❞ l ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r ❛ss✉♠❡❞ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ b ≥ 0

❛♥❞ c ❛r❡ s❝❛❧❛rs✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✮✱ t❤❡ ♣❛rt ♦❢ ✉t✐❧✐t② t❤❛t ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❛❧❧ ✜r♠s

❤❛s t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ t❡r♠ nl ❡st❛❜❧✐s❤❡s ❛♥ ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✜r♠ i ❛♥❞ t❤♦s❡ ♠❛❞❡ ❜② ♦t❤❡r ✜r♠s✱ t❤✉s ❝❛♣t✉r✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s✳ ❖♥

t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ t❡r♠ al ✐s ♠❡❛♥t t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ r❡❣✐♦♥ l✳

❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❤♦✐❝❡s ✐s str✉❝t✉r❡❞ s♦ t❤❛t✱ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✱ ♦♥❡ ✜r♠ ✐s

s❡❧❡❝t❡❞ ❛t r❛♥❞♦♠ t♦ r❡✈✐s❡ ✐ts ❝❤♦✐❝❡✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛❧s♦ ♦t❤❡r ♥♦♥✲r❛♥❞♦♠ r✉❧❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡

❛❞♦♣t❡❞ t♦ s❡❧❡❝t ✇❤♦ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t♦ ♦♣❡r❛t❡ ❛ r❡✈✐s✐♦♥✱ t❤✉s ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛s ❛❣♥♦st✐❝ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡

♣r❡❝✐s❡❧② ❜② ❛ttr✐❜✉t✐♥❣ t♦ ❛❧❧ ✜r♠s ❛♥ ❡q✉❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r ❝❤♦✐❝❡ r❡✈✐s✐♦♥✳ ❯♥❞❡r

t❤✐s ♣r❡♠✐s❡✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❢r♦♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ n ❛t t✐♠❡ t t♦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ n′

✇✐t❤ n′

m = nm − 1✱ n′

l = nl + 1 ❛♥❞ n′

k = nk ❢♦r ❛♥② n 6= l,m ❛t t+ 1 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡

tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② P{n′

t+1|nt}✳ ❙✉❝❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❡✈❡♥t ✏❋✐r♠ r❡✈✐s❡s ✐ts ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ r❡❣✐♦♥ m✑ ✭❡✈❡♥t B✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡✈❡♥t ✏❋✐r♠ ❝❤♦♦s❡s

r❡❣✐♦♥ l✑ ✭❡✈❡♥t A✮✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② r❡❛❞s

P{n′

t+1|nt} =Pr{❋✐r♠ r❡✈✐s❡s ✐ts ❝❤♦✐❝❡ m}·

·Pr{❋✐r♠ ❝❤♦♦s❡s r❡❣✐♦♥ l | ❋✐r♠ r❡✈✐s❡ ✐ts ❝❤♦✐❝❡ m} .

❙✐♥❝❡ t❤❡ ✜r♠ t❤❛t ✐s ❝❛❧❧❡❞ t♦ r❡✈✐s❡ ✐ts ❝✉rr❡♥t ❝❤♦✐❝❡ m ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❛t r❛♥❞♦♠✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t

Pr{B} = nm/N ✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠✉st ❜❡ t❤❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② pl t♦ s❡❧❡❝t r❡❣✐♦♥

l ✭❛s ❣✐✈❡♥ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✮ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✜r♠ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛♠♦♥❣ t❤♦s❡ ♦♣t✐♥❣

❢♦r m✱ t❤❛t ✐s ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✿

P{n′|n} =
nm

N

al + b(nl,t − δl,m) + c(nl,t − δl,m)
2

∑L

l=1 {al + b(nl − δl,m) + c(nl − δl,m)2}
✭✸✮

✻



✇❤❡r❡ t❤❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r t❡r♠ δl,m ✐s ✶ ✐❢ l = m ❛♥❞ ✵ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ t❡r♠ δl,m ✐s ✇❤❛t

♠❛❦❡s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❲✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥❡ ❤❛s

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t al✱ b ❛♥❞ c ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ♦❝❝✉♣❛♥❝② ✈❡❝t♦r n t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥② ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ t❤❛t ✐s pl(n) > 0, ∀l✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥

✐s ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡✳

Pr♦♦❢✳ ❋♦r ❛♥② s②st❡♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ n✱ ❧❡t m ❜❡ ❛ r❡❣✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t nm > 0 ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r

t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ n′ = n + δl − δm ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ♦♥❡ ✜r♠ ❛♠♦♥❣ t❤♦s❡ ✇❤♦ ❝❤♦s❡ l

✇❤✐❧❡ r❡♠♦✈✐♥❣ ♦♥❡ ✜r♠ ❢r♦♠ t❤♦s❡ ✇❤♦ ❝❤♦s❡ m✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♦♥❡✲st❡♣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② P{n′|n}

t♦ ♠♦✈❡ ❢r♦♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ n t♦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ n′ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳ ❙✐♥❝❡ ❜② ❤②♣♦t❤❡s✐s

P{n′|n} > 0✱ ❛♥② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ❢r♦♠ ❛♥② ♦t❤❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ st❡♣s✳ ❚❤❡ st❛t❡♠❡♥t ❢♦❧❧♦✇s✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ✐s ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❡r❣♦❞✐❝✳

◆❛♠❡❧②✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ π(n;a, b, c) ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡✲

t❡rs (a, b, c)✱ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ {nt} ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ n0 ✐t ✐s

lim
T→∞

1

T

T
∑

t=0

δnt,n = π(n) . ✭✹✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✹ ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛❞♦♣t❡❞ ❤❡r❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ π(n;a, b, c)✳ ◆♦t✐❝❡

t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦❡s ♥♦t

r❡q✉✐r❡ t❤❛t t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ✐s r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

✭s❡❡ ❇♦tt❛③③✐ ❛♥❞ ❙❡❝❝❤✐✱ ✷✵✵✼✱ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s✮✳

◆♦t❛❜❧②✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶ ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❝❛r❡❢✉❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡

✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥❞❡❡❞ t❤❡

♦♥❧② r❡❣✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t❤❛t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t✐♠❡ ❛✈❡r❛❣❡s ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧②

t♦ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ t❤✐s r❡s♣❡❝t✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❝❧❛r✐❢② ✇❤② t❤❡

♣❛r❛♠❡t❡r b ≥ 0 ❝❛♥ ❜❡ s❛❢❡❧② ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥❛❧②s✐s✳

❆s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❤❡r❡ t♦ t❡st t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s

✐♥ ✜r♠ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ❜❡ str♦♥❣❧②

♣♦s✐t✐✈❡ ✉♥❞❡r ❛ ❧✐♥❡❛r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❇♦tt❛③③✐ ❛♥❞ ●r❛❣♥♦❧❛t✐ ✭✷✵✶✺✮ ❤❛✈❡ ❞♦♥❡

s♦ ✉s✐♥❣ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥✹✳ ❈r✉❝✐❛❧❧②✱ t❤❡✐r ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♠♣❛r❡s

t✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♥❡st❡❞ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡r ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r

❡①t❡r♥❛❧✐t② t❡r♠✳ ■♥ t❤❡✐r ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s

t✉r♥s ♦✉t t♦ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s✱ ❡✈❡♥ ❛❢t❡r ♣❡♥❛❧✐③✐♥❣

♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♥✉♠❡r♦s✐t②✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✐t ✐s s❛❢❡ t♦ ❛ss✉♠❡ b ≥ 0 ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥t❡①t ♦❢

t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳ ▼♦r❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r

✈❛r②✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ c✳

❬❋✐❣✉r❡ ✶ ❛❜♦✉t ❤❡r❡✳❪

❚♦ t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✶ s❤♦✇s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ pl ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ nl ❢♦r ✈❛r②✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ c✳

◆♦t✇✐t❤st❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ c t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ pl ≥ 0✱ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦rs

✼



❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ✇❤❡♥ c = 0 ❧✐❦❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶❛✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② pl ❣r♦✇s ❧✐♥❡❛r❧②

✐♥ nl ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✮✱ t❤✉s ❞❡❧✐♥❡❛t✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ P♦❧②❛ ♠♦❞❡❧ ❡①♣♦s❡❞ ✐♥ ❇♦tt❛③③✐

❛♥❞ ❙❡❝❝❤✐ ✭✷✵✵✼✮✳ ❇② ❝♦♥✈❡rs❡✱ ❛s c ♠♦✈❡s ❛✇❛② ❢r♦♠ ✵ ❧✐❦❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✶❜✕✶❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② pl

❜❡❝♦♠❡s ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ nl✳ ❆t ❧❡❛st t✇♦ ❢✉rt❤❡r ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶ ❛r❡ ✇♦rt❤ ♣♦✐♥t✐♥❣

♦✉t✳ ❋✐rst✱ ❤❛✈✐♥❣ c < 0 ✐s ♥♦t ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r pl(nl) t♦ ❜❡ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡r❡

❡①✐st ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ c ❢♦r ✇❤✐❝❤ pl ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ nl✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✶❞✲✶❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡

♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ∂pl/∂nl ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ nl✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❛s♣❡❝ts ✐♠♣❧② t❤❛t

✐t ✐s ♥♦t ✐♠♠❡❞✐❛t❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❡✛❡❝t✳

❉❡✜♥✐♥❣ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❛s ∂pl/∂nl < 0✱ s✉❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ♦♥❧② ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s

♦❢ c ❛♥❞ ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ nl✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶❢✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ ✐❢ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❛t

❛❧❧✱ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✛❡❝t✐♥❣ ❛❧❧ r❡❣✐♦♥s✱ ❜✉t r❛t❤❡r ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ✇♦✉❧❞

❜❡ s♣❡❝✐✜❝ t♦ s♦♠❡ r❡❣✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ❛❝t✉❛❧ ♦❝❝✉♣❛♥❝②✳

✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❢❡r❡♥t✐❛❧ ❛♥❛❧②s✐s

❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ tr✉❡ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r✲

❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ✐ts ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs (a, b, c) t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡

t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ✈❡❝t♦r n′(a, b, c) ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦st st❛t✐st✐❝❛❧❧② ✏❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✑ ✇✐t❤ t❤❡

♦❜s❡r✈❡❞ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ✈❡❝t♦r no✳ ●✐✈❡♥ t❤✐s ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥t✉✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡

❡①♣❧✐❝✐t r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦♥❧② t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r c ✇❤✐❧❡ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t a ❛♥❞ b ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱ s♦ ❛s t♦

s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ✈❡❝t♦r t❤❛t ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡

♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❛s n′(c)✳

❬❋✐❣✉r❡ ✷ ❛❜♦✉t ❤❡r❡✳❪

❚♦ ✜♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ♦❢ c t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ✈❡❝t♦r n′(c) ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧♦s❡st

t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ no✱ t❤❡ t✇♦ ♦❝❝✉♣❛♥❝✐❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Θ✳ ■♥

♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ r❡s♦rt t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛♥❝✐❡s ❛s

❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ χ2 st❛t✐st✐❝s✳ ❨❡t✱ s✉❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡ t✇♦ ✈❡❝t♦rs ✉♥❞❡r

❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ❜✉t r❛t❤❡r ♦♥ t❤❡✐r ♦❝❝✉♣❛♥❝② ❝❧❛ss❡s✳ ▲❡t f(n) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣✐♦♥s

❝❤♦s❡♥ ❜② n ✜r♠s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ f(0) ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣✐♦♥s ❝❤♦s❡♥ ❜② ③❡r♦ ✜r♠s✱ f(1) ✐s

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣✐♦♥s s❡❧❡❝t❡❞ ❡①❛❝t❧② ❜② ♦♥❡ ✜r♠✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ s✉♠ ♦❢

❛❧❧ t❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ r❡❣✐♦♥s✱ t❤❛t ✐s
∑N

n=0 f(n) = L✳ ❖♥❡

t❤❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡s ❛ ✜♥✐t❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣❡rs✱ t❤❛t ✐s ❛ s❡t ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥t❡❣❡r ♥✉♠❜❡rs

{y1, y2, . . . , yJ}✱ s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝❧❛ss❡s Cj = [yj, yj+1) ❝♦✉♥ts r♦✉❣❤❧② t❤❡ s❛♠❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣✐♦♥s✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ f(Cj) = f(Ci) ✇✐t❤ f(Cj) =
∑

n∈Cj
f(n)✳ ❚❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ♣❧♦tt❡❞

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡s❡ ❝❧❛ss❡s ✐s ❛❧♠♦st ✢❛t✱ s✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ❜✐♥ ❝♦✉♥ts ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤❡ s❛♠❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷❜✮✳ ❈❧❛ss❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

no✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❛❧❧ ♦t❤❡r s✐♠✉❧❛t❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❇② ❞♦✐♥❣

s♦✱ ✐t ✐s ❡♥s✉r❡❞ t❤❛t t❤❡ ❜✐♥s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣

♥❡✇ ❝❧❛ss❡s ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♥❡✇ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ no ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

t❤✐s ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ✈✐s✉❛❧ ❤✐♥❞s✐❣❤t ♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♠❛② ❞✐✛❡r ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷❝✮✳

✽



●✐✈❡♥ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ❝❧❛ss❡s✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢

✜r♠s ❛❝r♦ss r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ χ2 st❛t✐st✐❝s

Θ(n′(c),no) = χ2 =
J
∑

j=1

(ho,j − he,j)
2

he,j

✭✺✮

✇❤❡r❡ ho,j ✐s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❝❧❛ss j ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ✈❡❝t♦r no ❛♥❞ he,j ✐s t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❧❛ss ❢r❡q✉❡♥❝② ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♦❝❝✉♣❛♥❝②✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❧❛tt❡r✱ ✇❡ ❞♦

♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ❥✉st t❤❡ ✏✜♥❛❧✑ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞s❀ r❛t❤❡r✱

✇❡ r❡❣❛r❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ♦✈❡r ❛ s❡t ♦❢ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞s tmin + T ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝

♣r♦❝❡ss ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❢✉❧❧② r❡❛❝❤❡❞ ✐ts ❧♦♥❣✲r✉♥ st❛❜✐❧✐t②✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝❧❛ss ❢r❡q✉❡♥❝② ❢♦r t❤❡

♣r❡❞✐❝t❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s

he,j =
1

T

tmin+T
∑

t=tmin

ht,j , ✭✻✮

✇❤❡r❡ tmin ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ st❡♣s ♥❡❡❞❡❞ t♦ r❡❛❝❤ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ T ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ❛♥❞ ht,j ✐s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❝❧❛ss j ❢♦r t❤❡

♦❝❝✉♣❛♥❝② ✈❡❝t♦r ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛t t✐♠❡ t ∈ (tmin, tmin + T )✳

❆s ✉s✉❛❧ ✐♥ ✐♥❢❡r❡♥t✐❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡r c r❡sts ♦♥ t✇♦

st❡♣s✳ ❋✐rst✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✭♥✉♠❡r✐❝❛❧✮ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ĉ t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❝❝✉♣❛♥❝② n′(ĉ) ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧♦s❡st t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦❝❝✉♣❛♥❝② no ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡

χ2 ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡✳ ❚❤❡ s❡❛r❝❤ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s❡t [cmin, cmax]✱ ✇❤✐❝❤

❝♦♥t❛✐♥s 0✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s H0 : c = 0 ✉♥❞❡r❣♦❡s st❛t✐st✐❝❛❧ t❡st✐♥❣ ❛❣❛✐♥st t❤❡

❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ H1 : c 6= 0✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s c = 0 ❝❛♥ ❜❡

r❡❥❡❝t❡❞✱ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ no✳ ❚♦ ❝♦♥❞✉❝t

t❤❡ r❡❛❞❡r t♦✇❛r❞ ❛ ❞❡❡♣❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❣♦

t❤r♦✉❣❤ ✐ts ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳

❬❋✐❣✉r❡ ✸ ❛❜♦✉t ❤❡r❡✳❪

❚❤❡ ✜rst st❡♣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❞❡r✐✈✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t ❡st✐♠❛t❡ ĉ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r✲❧❡❢t ♣❛♥❡❧

♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✭❛✮✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ no✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ K

❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ c ∈ [cmin, cmax] ❛♥❞ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ c✱

t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s r✉♥ ❢♦r ❛ tr❛♥s✐❡♥t ♦❢ tmin t✐♠❡ st❡♣s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ n′(tmin; c) ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ tmin✮✳ ❚❤❡♥✱ ❡❛❝❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

✐s ❢✉rt❤❡r ❡✈♦❧✈❡❞ ❢♦r ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s T ✳ ❍❡♥❝❡✱ K ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t tr❛❥❡❝t♦r✐❡s

{n′(tmin; c),n
′(tmin + 1; c), . . . ,n′(T ; c)} ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ c ∈ {c1, . . . , cK}✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s

t❤❡♥ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ĉ ✇❤♦s❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ tr❛❥❡❝t♦r② n′(ĉ) ✐s t❤❡ ❝❧♦s❡st t♦ no✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t❡❞ tr❛❥❡❝t♦r② n′(c) ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦❝❝✉♣❛♥❝② no ✐s

♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Θ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✮✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

♣r♦❜❧❡♠ ✐s

ĉ(no, tmin, T ) = argmin
c∈(c1,...,cK)

{Θ(n′(c),no)} ✭✼✮

✾



✇❤❡r❡ tmin ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ st❡♣s ♥❡❡❞❡❞ t♦ r❡❛❝❤ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ T ✐s ❛♥

❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞s ❛❢t❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❛❝❤❡❞✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ♣r♦❜❧❡♠

✭✼✮ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♣♦✐♥t ❡st✐♠❛t❡ ĉ✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡st ♦❢ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s H0 : c = 0 ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞

✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧s ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✭❜✲❝✮✳ ❊ss❡♥t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥t✐❛❧ ❛♥❛❧②s✐s r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ ▼♦♥t❡

❈❛r❧♦ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s r✉♥ ✇✐t❤ c = 0 ❢♦r s ∈ (1, . . . , S) ❞✐✛❡r❡♥t r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✱

t❤✉s ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ r❡♣❧✐❝❛s {n1, . . . ,nS}✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ s❛♠❡ s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞

❛❜♦✈❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡♣❧✐❝❛✳ ◆❛♠❡❧②✱ ❡❛❝❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ns ✐s ❢✉rt❤❡r ❡✈♦❧✈❡❞ ❢♦r ❛

t✐♠❡ T ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s c ∈ (c1, . . . , cK)✱ t❤✉s ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s

{n′

s(c1), . . . ,n
′

s(cK)}✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❧♦s❡st t♦ ns✱ t❤✉s ❜❡✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

♣r♦❜❧❡♠ ✭✼✮ ✇✐t❤ no r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ns✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ c ✇✐❧❧ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥

❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ✭✼✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡♣❧✐❝❛✱

♦♥❡ ❡♥❞s ✉♣ ✇✐t❤ S ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡st✐♠❛t❡s c̃✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ ❡st✐♠❛t❡s ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡

❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ F̂ (c) ✉♥❞❡r t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s c = 0✳ ❚❤❡♥ t❤❡ t✇♦✲s✐❞❡ p✲✈❛❧✉❡

♦❢ ĉ(no) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② F̂ (−|ĉ|) + 1− F̂ (|ĉ|)✳

■❢ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❡❛s❡❞ t❤❡ ❡①♣♦s✐t✐♦♥ t❤✉s ❢❛r✱

t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ✐♥❞❡❡❞ r❡❧② ♦♥ ❛ ♠✉❧t✐st❛❣❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ♠✉❧t✐♣❧❡

♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❇❛s✐❝❛❧❧②✱ s✉❝❤ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❡❛❝❤ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥✲

❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✭s✮✱ t❤✉s ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❝②❝❧❡ t❤❛t

st♦♣s ❛s s♦♦♥ ❛s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ✐♥tr✐♥s✐❝

❛❞✈❛♥t❛❣❡s a ✇❡r❡ ❦♥♦✇♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t✇♦ ❡①t❡r♥❛❧✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs (b, c) ✇❡r❡ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ■♥ ♦r❞❡r

t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ c ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t s♦❧✈❡s ♣r♦❜❧❡♠

✼ ♥❡❡❞s ✜rst t♦ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ ❛ s❡t ♦r r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss ❡♥t❛✐❧❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❚♦ ❞♦ s♦✱ ✐t ♥❡❡❞s t♦ ❛ss✉♠❡ s♦♠❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ b✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛t ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ st❛❣❡✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ĉ0 ✐s

❞❡r✐✈❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ❤❛✈✐♥❣ ❛ss✉♠❡❞ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ b = b̂0✳ ■❢ ĉ0 ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♥✉❧❧

❤②♣♦t❤❡s✐s H0 : c = 0 ✐s r❡❥❡❝t❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r b ✇✐❧❧ ❜❡ r❡✈✐s❡❞ st❛rt✐♥❣

❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ c = ĉ0✳ ■♥ t✉r♥✱ t❤✐s ❞❡❧✐✈❡rs ❛ r❡✈✐s❡❞ ❡st✐♠❛t❡ b̂1 ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥

c = ĉ0✳ ◆♦✇✱ ✐❢ b̂1 ✐s st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ b̂0✱ t❤❡♥ ❛❧s♦ t❤❡

❡st✐♠❛t❡ ♦❢ c ✇✐❧❧ ❜❡ r❡✈✐s❡❞ ❢✉rt❤❡r✳ ❚❤✐s ✐t❡r❛t✐✈❡ ❝②❝❧❡ st♦♣s ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❧❛st ❡st✐♠❛t❡ ♦❢

❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ♥♦t st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❛❞♦♣t❡❞ ❛t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

st❛❣❡✳

✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞

❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ t❤❡

❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s t❤❛t ❞r✐✈❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✜r♠s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦

t❡st ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s H0 : c = 0 ✐s t♦ ❜❡ r❡❥❡❝t❡❞ ♦r ♥♦t✳

❚❤✐s ✐♥❢❡r❡♥t✐❛❧ ❡①❡r❝✐s❡ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛t t❤❡ s❡❝t♦r❛❧ ❧❡✈❡❧ ✉s✐♥❣ ■t❛❧✐❛♥ ❝❡♥s✉s ❞❛t❛ ❢♦r ②❡❛r

✷✵✵✶ ✭s❡❡ ■❙❚❆❚✱ ✷✵✵✻✮✳ ❚♦ ♠❛❦❡ ♦✉r r❡s✉❧ts ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❇♦tt❛③③✐ ❛♥❞ ●r❛❣♥♦❧❛t✐

✭✷✵✶✺✮✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❧❛♥ts ❜② ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ③♦♥❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ nl ❛♥❞ ✇❡ ❛❞♦♣t t❤❡✐r s❛♠❡

✷✲✸ ❞✐❣✐t ◆❆❈❊ s❡❝t♦r❛❧ ❞✐s❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s H0 : c = 0 ✐s ♥♦t r❡❥❡❝t❡❞✱ t❤❡♥

✶✵



t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ P♦❧②❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ❡st✐♠❛t❡❞

❜② ❇♦tt❛③③✐ ❛♥❞ ●r❛❣♥♦❧❛t✐ ✭✷✵✶✺✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡✐r ❡st✐♠❛t❡s ✇✐❧❧ ❤♦❧❞ ❛s ❜❡✐♥❣ s✉✣❝✐❡♥t❧②

❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ✇♦✉❧❞ t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ r❡❞✉♥❞❛♥t t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞

s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛♥ts✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐❢ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s H0 : c = 0 ✐s r❡❥❡❝t❡❞✱ t❤❡ r❡s✉❧ts

♦❜t❛✐♥❡❞ ✉♥❞❡r ❧✐♥❡❛r✐t② ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ r❡✈✐s❡❞✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛♥ts ❛❝r♦ss ❝♦♠♠✉t✐♥❣

③♦♥❡s ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡s ♦♥ t❤❡ s✐❞❡

♦❢ ✜r♠s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ✐♥ s❤❛♣✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s♣❛t✐❛❧

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛♥ts ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡r c✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦♣❡r❛t❡s

❛t t❤❡ s❡❝t♦r❛❧ ❧❡✈❡❧✱ s♦ t❤❛t ❡❛❝❤ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s❡❝t♦r t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛

✈❛r②✐♥❣ ♥✉♠❜❡r N ♦❢ ♣❧❛♥ts ✭r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✶✮ ❧♦❝❛t❡❞ ❛❝r♦ss t❤❡

L = 686 ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ③♦♥❡s t❤❛t ❝♦♠♣♦s❡ ■t❛❧②✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ t✇♦ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡

♠♦❞❡❧ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ ♥❛♠❡❧② N ❛♥❞ L✱ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❞✐r❡❝t❧② ❜② t❤❡ ❞❛t❛✳ ❖t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✱

✐♥st❡❛❞✱ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ t✉♥❡❞✳

❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ S ✐s ❛ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚♦ r❡❝❛❧❧✱ S ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝

r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ c̃✳ ❍❡♥❝❡✱ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ T ❛♥❞ S ✇✐❧❧ ❡♥s✉r❡

❣r❡❛t❡r ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳ ❋♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ s❡t S = 1000✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s ❛ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ♣✲✈❛❧✉❡s ✐♥

t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 10−2✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ tmin ❛♥❞ T ❛r❡ t✉♥❡❞ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ N ✳ ❚♦ r❡❝❛❧❧✱ tmin

❞❡✜♥❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ st❡♣s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ π = (a, b, c)✳ ❲❤❡r❡❛s✱ T ❞❡✜♥❡s t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞s ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t✐♠❡ ❛✈❡r❛❣❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✼✮✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ tmin ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❤♦✇ ♠❛♥② t✐♠❡s✱ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ t❤❡ N ✜r♠s ❤❛✈❡

t♦ r❡✈✐s❡ t❤❡✐r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❤♦✐❝❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❆s s❤♦✇♥ ❜② ●❛r✐❜❛❧❞✐ ❛♥❞

❙❝❛❧❛s ✭✷✵✶✵✮✱ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ N ✐s

r =
A/b

N(A+N − 1)
. ✭✽✮

❙✐♥❝❡ t❤❡ t✐♠❡ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r 1/r✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② s❡t tmin = 1/r

t✐♠❡ st❡♣s✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t✐♠❡ ❛✈❡r❛❣❡s ✇❡

❝❛♥ s❡t t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② st❡♣s t♦ T = 2/r✱ t❤❛t ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❡r❣♦❞✐❝ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡

♣r♦❝❡ss✳

❋♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❢❡❛s✐❜❧❡✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❢❡❛t✉r❡s

a = (a1, . . . , aL)✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✮✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ L+ 2 ✉♥❦♥♦✇♥

♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤✉s ♠❛❦✐♥❣ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡✳ ❚♦ ❡s❝❛♣❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ al ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞

❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ H ≪ L ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❛r❡ ♠❡❛♥t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ❛t st❛❦❡ ❛❧♦♥❣ s♦♠❡

r❡❧❡✈❛♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡❞✉❝❡s t♦ H+2 ≪

L✳ ❚♦ ♠❛❦❡ ♦✉r r❡s✉❧ts ❢✉❧❧② ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❇♦tt❛③③✐ ❛♥❞ ●r❛❣♥♦❧❛t✐ ✭✷✵✶✺✮✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡✐r

✶✶



s❛♠❡ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s ❢♦r♠

a(β,xl) = exp

(

H
∑

h=1

βhxh,l + β0

)

✭✾✮

=
H
∏

h=1

xβh

h,le
β0 . ✭✶✵✮

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r a ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✮ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ✉t✐❧✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t g ✐♥

❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ✐♥s❡rt t❤❡ ❧❛tt❡r ✐♥t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② pl ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮✳

❚❤✐s ②✐❡❧❞s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ③♦♥❡ l t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛t ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ st❡♣✱ ✇❤✐❝❤ s❡r✈❡s

t♦ ❡✈♦❧✈❡ t❤❡ s②st❡♠ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s t❤❛t ❛r❡

♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱

r❛t❤❡r t❤❛♥ t♦ ❢✉❧❧② ❡st✐♠❛t❡ ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ♦✉r ♣r✐♠❛r② ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ t❡st

✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡①t❡r♥❛❧✐t② t❡r♠ ✐s st❛t✐st✐❝❛❧❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞

t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝❛s❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛t c✳ ❚♦ t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ✉s❡❢✉❧

♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ❜♦t❤ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ❛♥❞ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✮ ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② b✳ ❍❡♥❝❡✱

t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② pl ❢♦r ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ③♦♥❡ l t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛t ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ st❡♣ ❜❡❝♦♠❡s

pl =
a(β,xl)

b
+ nl +

c
b
n2
l

∑L

l=1
a(β,xl)

b
+ nl +

c
b
n2
l

, ✭✶✶✮

✇❤❡r❡ (β, c) ❛r❡ t❤❡ H+1 ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ✐t ✐s s❡t b = 1 ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss

♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✳

●✐✈❡♥ ♦✉r ❢♦❝✉s ♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t②✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s

( ˆa1/b, . . . , ˆaL/b) ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❧✐♥❡❛r P♦❧②❛ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡♥ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

s❡❛r❝❤ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❡❧s❡✇❤❡r❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❢r♦♠ ✇❤❡r❡ ✐t st❛rt❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲

st❛❣❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❡st✐♠❛t❡s c ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ( ˆa1/b, . . . , ˆaL/b)

♦❜t❛✐♥❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❧✐♥❡❛r P♦❧②❛ ❛♥❞ b = 1✳ ❖♥❧② ✐❢ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s H0 : c = 0 ✐s r❡❥❡❝t❡❞

✇✐❧❧ t❤❡ ♠✉❧t✐st❛❣❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜❡ tr✐❣❣❡r❡❞✳

❬❋✐❣✉r❡ ✹ ❛❜♦✉t ❤❡r❡✳❪

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❛ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ③♦♥❡ t❤❛t ♠❛② ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t

t♦ ✜r♠ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤✉s ❡♥t❡r✐♥❣ ❛♠♦♥❣ t❤❡ H r❡❣r❡ss♦rs t❤❛t s❤❛♣❡ a(β,xl)✳ ❋❛❝t♦rs s✉❝❤ ❛s

t❤❡ ❧♦❝❛❧ s✐③❡ ♦❢ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞s ❛♥❞ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡ts✱ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts✱ t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ ❧♦❝❛❧

♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ✈❛r✐❡t②✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❝♦♥❞✉❝✐✈❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ♠❛② ❛❧❧ ♣❧❛②

❛ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ ✜r♠s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❛❝t♦rs ✇❡r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦

❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❇♦tt❛③③✐ ❛♥❞ ●r❛❣♥♦❧❛t✐ ✭✷✵✶✺✮✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♦♥❡ ✇✐❧❧

✉s❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥tr♦❧s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❝♦♠♣❛r❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ( ˆa1/b, . . . , ˆaL/b) ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥s❡rt✐♥❣ s✉❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ H

r❡❣r❡ss♦rs t❤❛t s❤❛♣❡ a(β,xl)✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ✐t ✐s ✇♦rt❤ r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♣❧❛②s ❜② ❢❛r t❤❡

♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡✱ s❡r✈✐♥❣ ❛s ❛ ♣r♦①② ❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧ s✐③❡ ♦❢ ❜♦t❤ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞s ❛♥❞ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡ts✳

❚❤✐s ❢❛❝t ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛t ❧❡♥❣t❤ ✐♥ ❇♦tt❛③③✐ ❛♥❞ ●r❛❣♥♦❧❛t✐ ✭✷✵✶✺✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♣♣✳ ✾✕✶✶ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡

✶✷



✷✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ s❤❛♣✐♥❣ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ③♦♥❡s ✐s

s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ str♦♥❣❡r t❤❛♥ ❛♥② ♦t❤❡r ✐♥tr✐♥s✐❝ ❢❡❛t✉r❡✳ ❚♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ✈✐s✉❛❧

✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❦❡② ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✹❛ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ s♣r❡❛❞ ♦❢ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ■t❛❧✐❛♥

❝♦♠♠✉t✐♥❣ ③♦♥❡s ✐♥ ✷✵✵✶✳

✺ ❘❡s✉❧ts

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❢♦❝✉s ❤❡r❡ ✐s ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t②✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢

c✳ ❚♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✈✐s✉❛❧ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞✱ ❋✐❣✉r❡ ✹ ✐❧❧✉str❛t❡s

t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❝t♦rs t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛

❦❡② ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✉❝❤ ❛s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s ❛♣♣❧✐❡❞

♦♥ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ s❡t ♦❢ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❛♥❞ s❡r✈✐❝❡ s❡❝t♦rs ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❆s ❛

♣r❡♠✐s❡✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❜♦t❤ N ❛♥❞

L✱ t❤✉s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛t ✈✐rt✉❛❧❧② ❛♥② s♣❛t✐❛❧ s❝❛❧❡ ♦r s❡❝t♦r❛❧

❞✐s❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❜❛s✐❝ r❡s✉❧t ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✐s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ c t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧②

❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦ ♦♥❧② ✐♥ ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ♠✐♥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ❢♦rt②✲t❤r❡❡ s❡❝t♦rs ✉♥❞❡r ❛♥❛❧②s✐s✳ ▼♦r❡

♣r❡❝✐s❡❧②✱ ♦♥❧② ✐♥ ❢♦✉r s❡❝t♦rs ✐s t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s H0 : c = 0 r❡❥❡❝t❡❞ ❛t ❛ ✾✵✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡

❧❡✈❡❧✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐♥ t✇♦ s❡❝t♦rs ✐t ✐s r❡❥❡❝t❡❞ ❛t ❛ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛t t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢

❝♦♠♠✉t✐♥❣ ③♦♥❡s✱ t❤❡ ❣❡♦❣r❛♣❤② ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛❝r♦ss t❤❡ ✈❛r✐♦✉s s❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ■t❛❧✐❛♥ ❡❝♦♥♦♠②

✐♥ ②❡❛r ✷✵✵✶ ✐s ♥♦t ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② q✉❛❞r❛t✐❝ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛

❧✐♥❡❛r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P♦❧②❛ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❛❝❝✉r❛t❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t

♦❢ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ♦♥ ✜r♠ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❞❞✐♥❣ ❛♥ ❡①tr❛ ✜r♠ t♦ ❛ ❧♦❝❛t✐♦♥ l t❤❛t ❤♦sts

nl = 10 ♦r t♦ ❛ ❧♦❝❛t✐♦♥ m t❤❛t ❤♦sts nm = 100 ✜r♠s ❤❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧

❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❡❛❝❤ ❧♦❝❛t✐♦♥ t♦ ❢✉rt❤❡r ❛ttr❛❝t ♦t❤❡r ✜r♠s ❛t t❤❡ ♥❡①t ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥

r♦✉♥❞✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ❛❧❧ ♦t❤❡r t❤✐♥❣s ❜❡✐♥❣ ❡q✉❛❧✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ♠❛❦❡m♠♦r❡

❛ttr❛❝t✐✈❡ t❤❛♥ l ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡r♠s✱ ♣r❡❝✐s❡❧② ❜❡❝❛✉s❡ m ❤♦sts ♠♦r❡ ✜r♠s t♦ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤✳ ■♥ ❢❛❝t✱

❜❡✐♥❣ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✉♥❛❜❧❡ t♦ r❡❥❡❝t H0 : c = 0 ✐♠♣❧✐❡s ❛❧s♦ t❤❛t ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❣❡♥❡r❛❧❧②

❞♦ ♥♦t s❤♦✇ ✉♣ ❛t t❤✐s s♣❛t✐❛❧ s❝❛❧❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ❛r❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❚❤❛t

✐s ✇❤② ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❡①tr❛ ✜r♠ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❛ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ③♦♥❡✳

❘❡❧❛t❡❞❧②✱ t❤❡ ♠✉❧t✐st❛❣❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ✇♦✉❧❞ s❡r✈❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♦t❤❡r ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛✲

r❛♠❡t❡rs (β, b) ✐s ❛❧♠♦st ♥❡✈❡r tr✐❣❣❡r❡❞✳ ❙✐♥❝❡ c ✐s ♥♦r♠❛❧❧② ♥♦t st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠

③❡r♦✱ t❤❡ ♠✉❧t✐st❛❣❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs t✉r♥ ♦✉t ♥❡✈❡r ❜❡✐♥❣ st❛t✐s✲

t✐❝❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r P♦❧②❛ ♠♦❞❡❧✳

■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝ts ♣✉t ❢r♦✇❛r❞ ❜② ❇♦tt❛③③✐ ❛♥❞ ●r❛❣♥♦❧❛t✐ ✭✷✵✶✺✮ ❛r❡

♥♦t ❢❛❧s✐✜❡❞✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ❛❧s♦ t❤❡✐r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞

✉r❜❛♥✐③❛t✐♦♥ ❡❝♦♥♦♠✐❡s r❡s✉❧t t♦ ❜❡ r♦❜✉st t♦ ❛ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥

❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛❧s♦ ♦t❤❡r r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t ✇❡r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❧✐♥❡❛r s♣❡❝✐✜❝❛✲

t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ♠❛② ♣♦ss✐❜❧② r❡♣r❡s❡♥t ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts

♦❢ ✜r♠ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❇❧❛❝❦ ❛♥❞ ❍❡♥❞❡rs♦♥✱ ✶✾✾✾✱ ❉❡s♠❡t ❛♥❞ ❋❛❢❝❤❛♠♣s✱ ✷✵✵✻✱ ❉❡✈❡r❡✉①

❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✱ ❉✉♠❛✐s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✱ ❉✉r❛♥t♦♥ ❛♥❞ ❖✈❡r♠❛♥✱ ✷✵✵✺✱ ❊❧❧✐s♦♥ ❛♥❞ ●❧❛❡s❡r✱ ✶✾✾✾✱

❍❡♥❞❡rs♦♥✱ ✷✵✵✸✱ ▼❛✉r❡❧ ❛♥❞ ❙é❞✐❧❧♦t✱ ✶✾✾✾✱ ❘♦s❡♥t❤❛❧ ❛♥❞ ❙tr❛♥❣❡✱ ✷✵✵✶✮✳

✶✸



✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s❤❛♣❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡①t❡r♥❛❧✲

✐t✐❡s✳ ❙♦ ❢❛r✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ st✉❞✐❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥

♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❤❛✈❡ ❛❞♦♣t❡❞ ❛ ❧✐♥❡❛r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤

♠❛② ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ✐♥❛❝❝✉r❛t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s✱

♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐❢ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦sts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✳ ❍❡♥❝❡✱ ❜❡❢♦r❡ ❥✉♠♣✐♥❣ t♦ str♦♥❣ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛❜♦✉t

t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♦t❤❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ ✜r♠ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ♠❛② ✇❛♥t

t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱

t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❤❛s ❛❞♦♣t❡❞ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❖✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✐s ♦❢ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❦✐♥❞✳

❚❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡①t❡r♥❛❧✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❛❧♠♦st ♥❡✈❡r st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦✳ ❚❤❡r❡✲

❢♦r❡✱ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❛❧s♦ ✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❡❛r

s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳

◆♦t❛❜❧②✱ ♦✉r ❡♥t✐r❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s str✉❝t✉r❡❞ s♦ ❛s t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❇♦tt❛③③✐

❛♥❞ ●r❛❣♥♦❧❛t✐ ✭✷✵✶✺✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ❢✉rt❤❡r t❡st t❤❡✐r r❡s✉❧ts✱

✇❤✐❝❤ ❤♦✇❡✈❡r ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❢❛❧s✐✜❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♦✉r ❢♦❝✉s ♦♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❤❛s

❧❡❞ t♦ ❛❞♦♣t t❤❡✐r s❛♠❡ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥t ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ P♦❧②❛ ♠♦❞❡❧ ❛t t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢

❝♦♠♠✉t✐♥❣ ③♦♥❡s✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✐♥ ✜r♠ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ♣♦ss✐❜❧② ❜❡ ♦❝❝✉rr✐♥❣

❛t ♦t❤❡r s♣❛t✐❛❧ s❝❛❧❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ✈❡r② ❢❡✇ s❡❝t♦rs ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝

❡①t❡r♥❛❧✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ♥♦t st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✱ ✐ts s✐③❡ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② s♠❛❧❧✳ ❚❤✐s ♠❛②

s✐❣♥❛❧ t❤❛t ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ③♦♥❡s ❛r❡ t♦♦ ❝♦❛rs❡ ♦❢ ❛ s♣❛t✐❛❧ s❝❛❧❡ t♦ ♠❛❦❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❞❡t❡❝t❛❜❧❡

❛t ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❧❡✈❡❧ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r❡❝✐s✐♦♥✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡

❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ♦♥ ✜♥❡r s♣❛t✐❛❧ s❝❛❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❛❧❧♦✇s t♦ ❜❡tt❡r ❝❛♣t✉r❡✱

❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✳

❬❚❛❜❧❡ ✶ ❛❜♦✉t ❤❡r❡✳❪

✶✹



❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❙✳P✳ ❆♥❞❡rs♦♥✱ ❆✳ ❉❡ P❛❧♠❛✱ ❛♥❞ ❏✲❋✳ ❚❤✐ss❡✳ ❉❡♠❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ♣r♦❞✉❝ts✱ ❞✐s❝r❡t❡

❝❤♦✐❝❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s✱ ✺✻✭✶✮✿✷✶✕✸✺✱

✶✾✽✾✳

❲✳❇✳ ❆rt❤✉r✱ ❨✉✳▼✳ ❊r♠♦❧✐❡✈✱ ❛♥❞ ❨✉✳▼✳ ❑❛♥✐♦✈s❦✐✳ P❛t❤✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡♠❡r✲

❣❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛❝r♦✲str✉❝t✉r❡✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✸✵✭✸✮✿✷✾✹✕✸✵✸✱ ✶✾✽✼✳

❉✳ ❇❧❛❝❦ ❛♥❞ ❱✳ ❍❡♥❞❡rs♦♥✳ ❙♣❛t✐❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❞✉str② ✐♥ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s✳

❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✽✾✭✷✮✿✸✷✶✕✸✷✼✱ ✶✾✾✾✳

▲✳❊✳ ❇❧✉♠❡✱ ❲✳❆✳ ❇r♦❝❦✱ ❙✳◆✳ ❉✉r❧❛✉❢✱ ❛♥❞ ❨✳▼✳ ■♦❛♥♥✐❞❡s✳ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ❙♦❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✿✽✺✺✕✾✻✻✱ ✷✵✶✶✳

●✳ ❇♦tt❛③③✐ ❛♥❞ ❯✳▼✳ ●r❛❣♥♦❧❛t✐✳ ❈✐t✐❡s ❛♥❞ ❝❧✉st❡rs✿ ❡❝♦♥♦♠②✲✇✐❞❡ ❛♥❞ s❡❝t♦r s♣❡❝✐✜❝ ❡✛❡❝ts

✐♥ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❘❡❣✐♦♥❛❧ ❙t✉❞✐❡s✱ ✹✾✭✶✮✿✶✶✸✕✶✷✾✱ ✷✵✶✺✳

●✳ ❇♦tt❛③③✐ ❛♥❞ ❆✳ ❙❡❝❝❤✐✳ ❘❡♣❡❛t❡❞ ❝❤♦✐❝❡s ✉♥❞❡r ❞②♥❛♠✐❝ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s✳ ▲❊▼ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r

❙❡r✐❡s✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✵✼✳ ❯❘▲ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❧❡♠✳sss✉♣✳✐t✴❲P▲❡♠✴❢✐❧❡s✴✷✵✵✼✲✵✽✳♣❞❢✳

●✳ ❇♦tt❛③③✐✱ ●✳ ❉♦s✐✱ ●✳ ❋❛❣✐♦❧♦✱ ❛♥❞ ❆✳ ❙❡❝❝❤✐✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧

s♣❛❝❡✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ●❡♦❣r❛♣❤②✱ ✼✭✺✮✿✻✺✶✕✻✼✷✱ ✷✵✵✼✳

●✳ ❇♦tt❛③③✐✱ ●✳ ❉♦s✐✱ ●✳ ❋❛❣✐♦❧♦✱ ❛♥❞ ❆✳ ❙❡❝❝❤✐✳ ❙❡❝t♦r❛❧ ❛♥❞ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ s♣❡❝✐✜❝✐t✐❡s ✐♥ t❤❡

s♣❛t✐❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❈❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❉②♥❛♠✐❝s✱ ✶✾✭✸✮✿

✶✽✾✕✷✵✷✱ ✷✵✵✽✳

❲✳❆✳ ❇r♦❝❦ ❛♥❞ ❙✳◆✳ ❉✉r❧❛✉❢✳ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s✳ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✺✿✸✷✾✼✕

✸✸✽✵✱ ✷✵✵✶❛✳

❲✳❆✳ ❇r♦❝❦ ❛♥❞ ❙✳◆✳ ❉✉r❧❛✉❢✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❝❤♦✐❝❡ ✇✐t❤ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝

❙t✉❞✐❡s✱ ✻✽✭✷✮✿✷✸✺✕✷✻✵✱ ✷✵✵✶❜✳

❑✳ ❉❡s♠❡t ❛♥❞ ▼✳ ❋❛❢❝❤❛♠♣s✳ ❊♠♣❧♦②♠❡♥t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛❝r♦ss ❯❙ ❝♦✉♥t✐❡s✳ ❘❡❣✐♦♥❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡

❛♥❞ ❯r❜❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✸✻✭✹✮✿✹✽✷✕✺✵✾✱ ✷✵✵✻✳

▼✳P✳ ❉❡✈❡r❡✉①✱ ❘✳ ●r✐✣t❤✱ ❛♥❞ ❍✳ ❙✐♠♣s♦♥✳ ❚❤❡ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛❝t✐✈✐t②

✐♥ t❤❡ ❯❑✳ ❘❡❣✐♦♥❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❯r❜❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✸✹✭✺✮✿✺✸✸✕✺✻✹✱ ✷✵✵✹✳

●✳ ❉♦s✐✱ ❨✉✳ ❊r♠♦❧✐❡✈✱ ❛♥❞ ❨✉✳ ❑❛♥✐♦✈s❦✐✳ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✉r♥ s❝❤❡♠❡s ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✷✸✭✶✮✿✶✕✶✾✱ ✶✾✾✹✳

●✳ ❉✉♠❛✐s✱ ●✳ ❊❧❧✐s♦♥✱ ❛♥❞ ❊✳▲✳ ●❧❛❡s❡r✳ ●❡♦❣r❛♣❤✐❝ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❝❡ss✳

❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✽✹✭✷✮✿✶✾✸✕✷✵✹✱ ✷✵✵✷✳

●✳ ❉✉r❛♥t♦♥ ❛♥❞ ❍✳●✳ ❖✈❡r♠❛♥✳ ❚❡st✐♥❣ ❢♦r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♠✐❝r♦✲❣❡♦❣r❛♣❤✐❝ ❞❛t❛✳ ❘❡✈✐❡✇

♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s✱ ✼✷✭✹✮✿✶✵✼✼✱ ✷✵✵✺✳

✶✺
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●✳ ❊❧❧✐s♦♥ ❛♥❞ ❊✳▲✳ ●❧❛❡s❡r✳ ●❡♦❣r❛♣❤✐❝ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥ ❯❙ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ✐♥❞✉str✐❡s✿ ❛

❞❛rt❜♦❛r❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠②✱ ✶✵✺✭✺✮✿✽✽✾✕✾✷✼✱ ✶✾✾✼✳

●✳ ❊❧❧✐s♦♥ ❛♥❞ ❊✳▲✳ ●❧❛❡s❡r✳ ❚❤❡ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✉str②✿ ❉♦❡s ♥❛t✉r❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡

❡①♣❧❛✐♥ ❛❣❣❧♦♠❡r❛t✐♦♥❄ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✽✾✭✷✮✿✸✶✶✕✸✶✻✱ ✶✾✾✾✳

❯✳ ●❛r✐❜❛❧❞✐ ❛♥❞ ❊✳ ❙❝❛❧❛s✳ ❋✐♥✐t❛r② ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❡❝♦♥♦♣❤②s✐❝s✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡r✲

s✐t② Pr❡ss ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ✷✵✶✵✳

❏✳❱✳ ❍❡♥❞❡rs♦♥✳ ▼❛rs❤❛❧❧✬s s❝❛❧❡ ❡❝♦♥♦♠✐❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❯r❜❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✺✸✭✶✮✿✶✕✷✽✱ ✷✵✵✸✳

■❙❚❆❚✳ ❆t❧❛♥t❡ st❛t✐st✐❝♦ ❞❡✐ ❝♦♠✉♥✐✳ ❘♦♠❛✱ ✷✵✵✻✳

P✳❘✳ ❑r✉❣♠❛♥✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ ❘❡t✉r♥s ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ●❡♦❣r❛♣❤②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠②✱

✾✾✭✸✮✿✹✽✸✕✹✾✾✱ ✶✾✾✶❛✳

P✳❘✳ ❑r✉❣♠❛♥✳ ●❡♦❣r❛♣❤② ❛♥❞ tr❛❞❡✳ ▼■❚ Pr❡ss✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ▼❛ss✳✱ ✶✾✾✶❜✳

❍✳ ▲✉❝❡✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❲✐❧❡②✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✶✾✺✾✳

❆✳ ▼❛rs❤❛❧❧✳ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝s✳ ▼❝▼✐❧❧❛♥✱ ▲♦♥❞♦♥✱ ✶✽✾✵✳

❋✳ ▼❛✉r❡❧ ❛♥❞ ❇✳ ❙é❞✐❧❧♦t✳ ❆ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥ ❋r❡♥❝❤ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣

✐♥❞✉str✐❡s✳ ❘❡❣✐♦♥❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❯r❜❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✷✾✭✺✮✿✺✼✺✕✻✵✹✱ ✶✾✾✾✳

❉✳ ▼❝❋❛❞❞❡♥✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡s♣♦♥s❡ ♠♦❞❡❧s✳ ✈♦❧✉♠❡ ✷✱ ♣❛❣❡s ✶✸✾✺✕✶✹✺✼✳

❆♠st❡r❞❛♠✒ ◆♦rt❤✲❍♦❧❧❛♥❞✱ ✶✾✽✹✳

●✳ ▼②r❞❛❧✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❯♥❞❡r❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❘❡❣✐♦♥s✳ ❉✉❝❦✇♦rt❤✱ ▲♦♥❞♦♥✱ ✶✾✺✼✳

▼✳ ❘❛♦✉❢ ❏❛✐❜✐ ❛♥❞ ❚❤✐❥s t❡♥ ❘❛❛✳ ❆♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❢♦r ❧♦❣✐t ♠♦❞❡❧s✳ ❘❡❣✐♦♥❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡

❛♥❞ ❯r❜❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✷✽✭✶✮✿✼✺✕✾✵✱ ✶✾✾✼✳

❙✳❙✳ ❘♦s❡♥t❤❛❧ ❛♥❞ ❲✳❈✳ ❙tr❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ ❛❣❣❧♦♠❡r❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❯r❜❛♥

❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✺✵✭✷✮✿✶✾✶✕✷✷✾✱ ✷✵✵✶✳

❊✳ ❙❝❛❧❛s✱ ❯✳ ●❛r✐❜❛❧❞✐✱ ❛♥❞ ❙✳ ❉♦♥❛❞✐♦✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ s✐♠♣❧❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❣❛♠❡s✳ ❚❤❡

❊✉r♦♣❡❛♥ P❤②s✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ❇✲❈♦♥❞❡♥s❡❞ ▼❛tt❡r ❛♥❞ ❈♦♠♣❧❡① ❙②st❡♠s✱ ✺✸✭✷✮✿✷✻✼✕✷✼✷✱ ✷✵✵✻✳

❚✳ ❙❝✐t♦✈s❦②✳ ❚✇♦ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠②✱ ♣❛❣❡s ✶✹✸✕✶✺✶✱

✶✾✺✹✳

▲✳▲✳ ❚❤✉rst♦♥❡✳ ❆ ❧❛✇ ♦❢ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❥✉❞❣♠❡♥t✳ Ps②❝❤♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡✈✐❡✇✱ ✸✹✭✹✮✿✷✼✸✕✷✽✻✱ ✶✾✷✼✳

❆✳❏✳ ❱❡♥❛❜❧❡s✳ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❧✐♥❦❡❞ ✐♥❞✉str✐❡s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝

❘❡✈✐❡✇✱ ✸✼✭✷✮✿✸✹✶✕✸✺✾✱ ✶✾✾✻✳

❏✳■✳ ❨❡❧❧♦tt✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ▲✉❝❡✬s ❝❤♦✐❝❡ ❛①✐♦♠✱ ❚❤✉rst♦♥❡✬s t❤❡♦r② ♦❢ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡

❥✉❞❣♠❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ Ps②❝❤♦❧♦❣②✱ ✶✺

✭✷✮✿✶✵✾✕✶✹✹✱ ✶✾✼✼✳

✶✻



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✶ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② pl ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ nl ❢♦r ✈❛r②✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ c✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽
✷ ❇✐♥♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾
✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❣r✐❞ ♠❡t❤♦❞✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵
✹ ▼❛♣s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✭②❡❛r ✷✵✵✶✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✶✼



✭❛✮ c = 0 ✭❜✮ c = |2 · c♠✐♥| ✭❝✮ c = |2 · c♠✐♥| · 10
1

✭❞✮ c = −|2 · c♠✐♥| · 10
2 ✭❡✮ c = −|0.98 · c♠✐♥| ✭❢✮ c = c♠✐♥ = −5 · 10−3

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② pl ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ nl ❢♦r ✈❛r②✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ c✳

◆♦t❡✿ ❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡s❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ L = 2✱ N = 100✱ a1 = 1✱ a2 = 2✱ b = 0.5✳

✶✽



✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❇✐♥♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡

◆♦t❡✿ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❜✐♥♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s ♦♣❡r❛t❡❞ ♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈✐❛ t❤❡ P♦❧②❛ r❛♥❞♦♠
❣❡♥❡r❛t♦r ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ N = 10000✱ L = 700✱ b = 1✱ c = 0✱ a1 = a2 = . . . = aL = 1✳ ❚❤❡
t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐♥s ✐s J = 5✳ ❚❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ✭❛✮ s❡r✈❡s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ s❡t ♦❢ ❜✐♥s s✉❝❤ t❤❛t
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ♦❢ ❡q✉❛❧ s✐③❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❤✐st♦❣r❛♠ s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❜✮ ❤❛s t❤❡r❡❢♦r❡
❜✐♥s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐❞t❤✳ ❇② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❤✐st♦❣r❛♠s ❛s ✐♥ ✭❝✮ ♦♥❡ ❣❛t❤❡rs ❛ ✜rst ❤✐♥❞s✐❣❤t ♦♥ t❤❡
❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ♦❢ t✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s✉❜✲✜❣✉r❡ ✭❝✮ ❝♦♠♣❛r❡s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ P♦❧②❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✈❛❧✉❡s ❧✐st❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ c = 0 t♦ c = 1·10−3

❛♥❞ ❧❡tt✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ❡✈♦❧✈❡ ❢♦r ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ∆t = 1 · 105 t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞s✳

✶✾



♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

no

n′(tmin; c1) . . . n′(tmin; ck) . . . n′(tmin; cK)

n′(tmin + T ; c1) . . . n′(tmin + T ; ck) . . . n′(tmin + T ; cK)

ĉ(no) = argmin
c

{Θ(n′
o(c),no)}

ĉ

♠♦❞❡❧

n1 . . . ns . . . nS

. . . . . .

. . .

. . .. . .

. . . . . .

. . .. . .

. . . . . .

. . .. . .

. . .

c̃(n1) c̃(ns) c̃(nS)

(c = 0)

c1 ck cK

χ2 χ2 χ2

❍②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣

✵ ĉ c̃

F̂

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❣r✐❞ ♠❡t❤♦❞✮✳

✷✵



✭❛✮ P♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ✭❜✮ ❙❡❝t♦r ✹✺✲❈♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ✭❝✮ ❙❡❝t♦r ✶✾✲▲❡❛t❤❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ▼❛♣s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✭②❡❛r ✷✵✵✶✮✳

✷✶



▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s

✶ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ♣❧❛♥ts✱ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ c✱ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ p✲✈❛❧✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✷✷



❚❛❜❧❡ ✶✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ♣❧❛♥ts✱ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ c✱ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ p✲✈❛❧✉❡✳

❙❡❝t♦rs N ĉ p✲✈❛❧✉❡
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◆♦t❡✿ ❋♦r ❡❛❝❤ s❡❝t♦r✱ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❧❛♥ts ❛♥❞ ĉ ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ c✱
✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ p✲✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣✐♦♥s ✐s
✜①❡❞ t♦ L = 686 ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ③♦♥❡s✳
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